4 STRIEDAVE OBVODY

Ciele

Po prestudovani kapitoly by mal byt” Student schopny:

1.

2.
3

Definovat’ pojmy periodicky, striedavy a harmonicky priebeh a charakterizovat ich
zékladné parametre

Vysvetlit’ pojem faza a definovat’ okamzitli a po¢iatoént tazu

Uviest’ vyznam efektivnej a strednej hodnoty a ich vztah k maximalnej hodnote
Popisat’ symbolicko-komplexnt metddu a vysvetlit' jej vyznam pre analyzu

v striedavych obvodoch

Graficky znéazornit stotoznenie harmonického priebehu s rotujicim vektorom

v Gaussovej rovine

Uviest zakladné typy pasivnych prvkov pouzivanych v striedavych obvodoch,
charakterizovat ich zakladné vlastnosti a vysvetlit’ ich chovanie v obvode
Definovat’ zakladné zakony pre analyzu striedavych elektrickych obvodov

v symbolicko-komplexnom vyjadreni

Pomocou zékladnych zdkonov analyzovat' jednoduché striedavé elektrické obvody

4.1 Uvod do striedavych veli¢in a obvodov
Doposial sme sa zaoberali jednosmernymi elektrickymi veli¢inami, ktorych hodnota bola
v ¢ase konstantnd. V praxi viak maji vel'mi velky vyznam obvody, v ktorych sa hodnoty
elektrickych veliin v ¢ase menia. Okamzita hodnota veli¢in sa obvykle po nejakom case
opakuje, ¢o mdzeme zapisat’:

J) = fit + kI)

kde k — celé Cislo a T — perioda. Takéto priebehy sa nazyvaji periodické — na Obr. 4.1s0
uvedené dva periodické priebehy (a pre porovnanie aj jednosmerny priebeh) napiitia.
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Obr. 4.1Periodické priebehy napdtia s vyznacenou periodou (vliavo — obdlznikovy, v strede —

Z uvedeného vyplyva, Ze peridéda je doba za ktor( za za¢ne periodicky priebeh opakovat'.

pilovity) a jednosmerny priebeh napdtia (vpravo)

Tento tsek priebehu sa nazyva eyklus a pocet cyklov za jednotku ¢asu nazyvame frekvencia:



(4.1)
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Jednotkou frekvencie je hertz [Hz]. Medzi frekvenciou a periddou je teda vzajomne inverzny
vzt'ah — &im vicsia je peridda, tym mensia je frekvencia a naopak. Pre jednosmerné priebehy
plati, ze frekvencia je nulova a periéda nekone¢ne velka.

Specialnym pripadom periodickych priebehov su priebehy kmitavé resp. striedavé.
V pripade kmitavych priebehov plochy nad a pod ¢asovou osou nie su zhodné (Obr. 4.2
vlavo). Striedavé priebehy maju plochu nad a pod ¢asovou osou rovnaké (Obr. 4.2 vpravo).
Z Obr. 4.2 vlavo je zrejmé, ze z kmitavého priebehu mdézeme dostat’ striedavy priebeh
posunutim pozdiz osi y priom velkost posunutia odpovedé jednosmernej zlozke priebehu
(na obrazku oznaéené Up). Priebehy na Obr. 4.2 maji este jednu ddlezitd vlastnost — je mozné
ich popisat’ pomocou matematickej funkcie sinus resp. kosinus. Takéto funkcie oznaCujeme
ako harmonické.
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Obr. 4.2 Striedavy priebeh s nenulovou jednosmernou zlozkou (kmitavy priebeh — vlavo)
a striedavy priebeh s nulovou jednosmernou zloZkou s vyznacenou amplitiidou a periodou
(vpravo)
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i U Pouzivanie harmonickych velicin v striedavych obvodov md niekolko vyhod
i z matematického aj technického hladiska. Matematickou vyhodou je to, Ze siicet dvoch i
i harmonickych funkeii s rovnakou frekvenciou je tiez harmonickda funkcia s rovnakou i
i f ekvenciou. Rovnako aj derivdcia a integral harmonickej funkcie s urcitou frekvenciou je !
ha: monickd funkcia s tou istou frekvenciou. Z technického hladiska je vyhodou lahka vyroba :

elektmckeho napdtia v podobe harmonickej funkcie pomocou najcastejsieho typu elektrického i

i zdro,ra alternatora. V sieti ma napdtie Standardne harmonicky priebeh s frekvenciou 50 Hz
i (1. pocet cyk!ov za /ednotku casu je 50). Vnzekrorych krajindach (napr. USA a Japonsko) sa
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Pre charakterizovanie harmonickych priebehov uZz nesta¢i jedna hodnota ako to bolo
u jednosmernych veli¢in, pretoze okamzitd hodnota tychto priebehov sa v ¢ase meni. Pre
oznatenie striedavych veli¢in budeme pouzivat malé pismeno. VSeobecne mozZno
harmonicky prid (podobne aj napitie) napisat’ pomocou nasledujicej funkcie:

i(0) =1, sin(r +¢) (4.2)

kde i(t) — okamzitd hodnota pruadu, I, — amplitida, @ - uhlova frekvencia, r — ¢as a ¢ -
podiatoénd faza. Amplitiida je maximélna hodnota, ktori harmonicky priebeh nadobida (na



Obr. 4.2 vpravo ozna¢ena Uy). Vzt'ah medzi uhlovou frekvenciou @ a frekvenciou f ma
podobu:

w="2n (4.3)
Uhlova frekvencia sa udava v radianoch za sekundu [rad.s™']. Vel'mi déleZitou skuto&nost'ou
je stotoZnenie harmonického priebehu v ¢ase s uhlom — celému cyklu (trvajucemu jednu
periddu) je priradeny uhol 27 radianov (t.). jednej celej kladnej aj zapornej polvine priebehu
odpoveda plnych 360°, jednej polvine potom 180° a pod. — Obr. 4.3 vlavo). Tento uhol sa
nazyva faza a rozliSujeme okamzita fazu (¢len (o + ¢) vo vzt'ahu 4.2) a pociatocna fazu
(uhol, ktory ma priebeh v ¢ase 1 = 0). Pociato¢nd faza moze byt kladna aj zdporna (Obr.
4.3 v strede a vpravo) — znamienko fazy zistime podl'a toho aky smer ma orientovana tsecka

z miesta kde priebeh prechadza nulou; ak je to v smere narastu casu, pociato¢na féza je
kladna, ak naopak, je poc¢iatocna faza zaporna.
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Obr. 4.3 Faza harmonického priebehu (viavo) a urcenie znamienka pociatocnej fazy (v strede
a vpravo)

V striedavych obvodoch nas okrem pociatoénej fazy zaujima aj rozdiel pociatoénych faz
dvoch priebehov (napr. napitia a pridu). ktory nazyvame fazovy posun:

p=9. ¢ (4.4)
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Obr. 4.4 Fazovy posun medzi napdtim a pridom (viavo — napditie predbieha prud a fazovy
posun md kladné znamienko, vpravo — prid predbieha napdtie a fdzovy posun ma zaporné
znamienko)

V pripade, Ze je fazovy posun medzi napitim a prudom kladny (Obr. 4.4 vlavo). hovorime, Ze
napétie predbieha prad, ak je zaporny (Obr. 4.4 vpravo), prad predbieha napitie.



Ak maji dva priebehy fazovy posun rovny 0, hovorime. ze si vo faze. Ak je medzi nimi
fazovy posun rovny 7, hovorime, Ze su v protifaze.

4.2 Efektivna a stredna hodnota

Ako bolo uvedené na zaciatku kapitoly, okamzita hodnota striedavych elektrickych veli¢in sa
v ¢ase meni. Vicsinou je v8ak vyhodné charakterizovat takéto priebehy pomocou jednej
hodnoty (tak ako v jednosmernych veli¢inach). Savisi to aj s tym, ze véc¢sinou nas viac ako
okamzita hodnota striedavého pridu zaujimaju jeho tepelné ucinky. Preto sa Casto prad
a napitie v striedavych obvodoch vyjadrujit pomocou tzv. efektivnej hodnoty — take;j
hodnoty jednosmerného prudu pri ktorom sa vytvori rovnaké mnozstvo (Joulovho) tepla ako
pri priechode daného striedavého pradu. Ak si uvedomime, Ze pri priechode jednosmerného
pradu s velkost'ou 7 odporom s hodnotou R vznika teplo dané vztahom:

O=RI"1 4.5)

a pri priechode striedavého prudu (velkost pradu sa v ¢ase meni, z ¢oho vyplyva, Ze sa meni
aj toto teplo, a preto musime integrovat pre cela periddu):

0 =R| i*dr (4.6)

Ak porovname tieto dva vztahy a vyjadrime si velkost’ jednosmerného prudu /, dostdvame
vztah pre efektivnu hodnotu striedavého priidu:

= /%Eiza’r (4.7)

Efektivnu hodnotu napétia mdézeme vypocitat obdobnym spdsobom s nahradenim pradu
napitim vo vy$Sie uvedenom vzt'ahu. Efektivne hodnoty striedavych veli¢in budeme
oznacovat velkym pismenom bez indexu. Okrem samotného vztahu pre vypocet efektivnej
hodnoty, bude pre nas délezity vztah medzi velkostou maximalnej hodnoty striedave;j
veli¢iny (amplitddy) ajej efektivnou hodnotou. Ten je mozné vyjadrit nasledujicim
sposobom:

1=dn 07071 (4.8)

-p=

Efektivna hodnota je teda priblizne o 30% mensia ako maximalna hodnota.
Stredna hodnota harmonického signilu je priemernd hodnota za urity casovy interval.
Tymto ¢asovym intervalom méze byt peridda alebo polperioda:

1 7, uz Ti2
By = [ idt I, _?L idt (4.9)

Dévodom preco sa niekedy definuje stredna hodnota cez polperiddu je to, Ze stredné hodnota
striedavych priebehov (tie si symetrické okolo osi x) za celu peridédu je rovna nule. Vzt'ah



medzi maximalnou hodnotou (amplitadou) a strednou hodnotou by sme ziskali po dosadeni
harmonickej funkcie i(1) = L, sin(@x + @) do vztahu 4.9 a jeho tGprave. Podla toho plati:

I, =0,6371, (4.10)

Stredna hodnota je teda priblizne 64% z maximalnej hodnoty.

4.3 Symbolicko-komplexna metdda

Striedavé obvody je. podobne ako jednosmerné, nutné analyzovat' — teda vypocitat hodnoty
neznamych elektrickych veli¢in zo znamych. Zakladnym rozdielom je priebeh veliCin,
ktorych hodnota sa v &ase meni v podobe funkcie sinus resp. kosinus (predpokladame
harmonické veli¢iny). Ak napdjame obvod zo striedavého zdroja (a obvod je linedrny) budu
mat’ veli¢iny v ustdlenom stave harmonicky priebeh s konstantnou amplitidou a rovnakou
frekvenciou. Pri vypoltoch pouzitim Ohmovho a Kirchhoffovych zakonov by sme teda
museli pouzivat harmonické funkcie (formy i(t) = In sin(et + @) a u(t) = Un sin(ax + ¢@)).
pri¢om rieSenie rovnic s funkciami v takomto tvare je relativne naroc¢né.
Symbolicko-komplexnd metéda vyuziva nahradenie harmonickych funkcii Cas
komplexnymi funkciami ¢asu vdaka ¢omu dochadza k vyraznému zjednoduseniu analyzy
striedavych obvodov.

Aby sme mohli vyuzivat symbolicko-komplexn(i metddu, je potrebné pripoment” zakladné
znalosti z komplexnych ¢isel.

Komplexné cisla
Komplexné éislo je ¢islo, ktoré je mozné vyjadrit’ v tvare

gy @.11)

kde a — redlna zlozka. b — imaginarna zlozka, j — imaginarna jednotka pre ktora plati j° = -1.
Komplexné ¢isla (ako aj komplexné funkcie ¢asu) budeme oznacovat’ vodorovnou ¢iarou nad
symbolom. Tvar uvedeny vo vzt'ahu 4.11 sa nazyva zlozkovy. Z Obr. 4.5 je vidiet, Ze redlna
zlozka a a imaginarna zlozka b odpovedaju x-ovej a y-ovej stradnici v kartezidnskej sustave
siradnic. Zo zakladnej geometrie vieme, Ze ten isty bod (v nasom pripade to isté komplexné
Cislo Z) sa da vyjadrit' pomocou poldrnych siradnic. V polarnych suradniciach popisujeme
body pomocou ich vzdialenosti od po¢iatku sustavy suradnic a uhla, ktory zviera spojnica
bodu a pociatku sustavy suradnic s kladnou osou x. Vzdialenost' od pociatku ststavy suradnic

v komplexnych ¢islach oznacujeme |E‘ anazyvame ju modul. Uhol budeme oznacime

gréckym pismenom ¢ a budeme ho nazyvat argument . Komplexné ¢islo z potom mozeme
vyjadrit’ tiez v nasledujucom tvare:

z =|zle” (4.12)

Tento tvar komplexného &isla sa nazyva exponencialny. Priechod z jedného tvaru do druhého
je mozné realizovat vyuzitim jednoduchych geometrickych vztiahov vyplyvajicich z Obr.
4.5. Ak mame komplexné ¢islo vyjadrené v zlozkovom tvare, prejdeme na exponencialny tvar
vypoditanim modulu a argumentu. Modul odpoveda prepone pravouhlého trojuholnika,



ktorého odvesny odpovedaju redlnej a imaginarnej zlozke a tangens argumentu (uhla ¢) je
uréeny pomerom imagindrnej a realnej zlozky. Preto plati:

|z| = Va® +5° (4.13)

b= arcig 2 (4.14)
a

Prejst’ do zlozkového tvaru z exponencialneho mézeme vyuzitim goniometrického tvaru:

z =|zle”” =|2|(cos ¢+ jsing) = |z cos g + j|Z|sing (4.15)
Im
z=a+jb
Z| b
¢ |
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Obr. 4.5 Geometricka interpretdacia komplexného cisla v Gaussovej rovine

Zakladom symbolicko-komplexnej metddy je teda nahradenie vyjadrenia harmonickej funkcie
komplexnou funkciou ¢asu. Tento vzt'ah si méZeme vyjadrit nasledovne:

u(t)=U, sin(or +¢,)
resp. < a(t)=U, [cos(or + ¢, )+ jsin(ot +¢,)]|=U e Hord) | (4.16)
u(t)=U, cos(wt +¢,)

Vimnime si tento vztah bliz§ie. VIavo mame pdvodni harmonicku funkciu vyjadrenu
v tvare, ktory bol uvedeny uz vo vztahu 4.2 pre prid (podobné vysvetlenie a vztah medzi
harmonickou a komplexnou funkciou samozrejme plati aj pre prud). Harmonicka funkciu
mozeme mat’ vyjadreni pomocou funkcie sinus alebo kosinus (st iba navzdjom posunuté
090°. Vpravo uz mame komplexn( funkciu ¢asu (pouzivame vodorovni c¢iaru nad
symbolom) v goniometrickom a exponencidlnom tvare (vid' ¢ast komplexné &isla uvedenu
vyssie). Povodna harmonickd funkcia v kosinusovom vyjadreni teda tvori realnu zlozku
a harmonicka funkcia v sinusovom vyjadreni imaginarnu zlozku komplexnej funkcie casu.
Vsetky parametre pdévodného harmonického signalu (amplitida, uhlova frekvencia,
potiatoéna faza) ostali v komplexnom vyjadreni zachované. V exponencidlnom tvare
amplitida (U»,) odpovedd modulu komplexnej funkcie a pociatotnad faza (¢,) odpoveda



argumentu. Vyjadrenie vo vztahu 4.16 vpravo sa nazyva komplexna okamzita hodnota
alebo tiez komplexor harmonickej funkcie. Toto vyjadrenie je mozné dalej upravit’:

{E)e U g = U ePel® = [ e

_ _ 4.17)
kdeU, =U e’ — fazor

Vztah bol upraveny podla pravidiel pre poéitanie s mocninami. Z uvedeného vyplyva. ze
fazor harmonickej funkcie nam nesie informaciu o amplitiide a po¢iatonej fize. Niekedy sa

fazor oznacuje aj ako komplexna amplitada. Fazor sa ¢asto vyjadruje v mierke efektivnych
hodnét, ¢o je mozné ziskat' z vyjadrenia v mierke amplitdd vyuzitim vztahu 4.8:

<

— —m ef(’}n — Ue!%

4.18
5 (4.18)

4.4 Grafické zobrazenie komplexorov a fazorov

Pri analyze striedavych obvodov su velmi déleZité vztahy medzi jednotlivymi striedavymi
veli¢inami a porovnanie ich velkosti (¢i uz amplitad alebo efektivnych hodnot)
a poéiato¢nych faz. Pripomeiime, Ze v Ulohich analyzy striedavych obvodov sa predpoklada

zhodnost frekvencie vietkych priebehov ¢o je v linearnych striedavych obvodoch pri napdjani
z rovnakého striedavého zdroja splnené. Pre zlepSenie prehladnosti vztahov medzi

striedavymi veli¢inami a ulah&enie analyzy sa pouziva grafické zndzornenie fazorov vo
fazorovom diagrame. Fazor (obsahujuci informéciu o amplitide resp. efektivnej hodnote

a poliatoénej faze) sa stotoZiluje s orientovanou tiseckou (t.j vektorom) v Gaussovej rovine
(Obr. 4.6).
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Obr. 4.6 Zndzornenie komplexora a fazora v Gaussovej rovine

Dizka tohto vektora odpoveda velkosti amplitady prislusného priebehu resp. jeho efektivnej
hodnote. Uhol, ktory zviera tento vektor s kladnou redlnou osou (osou x) v ase t = 0

odpoveda pociatocnej faze. Vieme, Zze uhol (faza) striedavého priebehu sa v Case meni



(vyjadrené okamzitou fazou). Vektor teda opisuje v ¢ase uhol uhlovou rychlostou @ a za €as ¢
opise uhol ar (z fyziky vieme, Ze rychlost’ krat ¢as je draha, v tomto pripade uhol ked'Ze ide
o pohyb rotaény). Komplexor (obsahuje ¢len ¢®') preto stotoZiiujeme s rotujlicim vektorom
v Gaussovej rovine. Ked'Ze viak vsetky vektory rotuji rovnakou uhlovou rychlostou (pretoze
uhlova frekvencia vSetkych priebehov je rovnaka), sta¢i nam znazornit fdzory jednotlivych
priebehov (v ¢ase 1 = 0), kde budi jasne viditeIné amplitddy (resp. efektivne hodnoty)
a pociato¢né fazy striedavych priebehov ako aj ich faizové posuny.

Este lepsiu predstavu o stotozneni harmonickych priebehov s rotujiicimi  vektormi
v Gaussovej rovine ziskame prostrednictvom Obr. 4.7. V l'avej Casti obrazku si uvedené
priebehy harmonického pridu a napitia s rovnakou frekvenciou ardéznymi pociatoénymi
fizami ¢ a ¢, (fazovy posun je dany ¢= ¢.- ¢ a je kladny ked'ze pociatocna faza napitia je
vi¢sia). V pravej ¢asti mdzeme vidiet' znazornenie vektorov (fazorov) napitia U, apridu 7,
. Vidime, 7e dizka tychto vektorov odpovedd maximalnym hodnotdém oboch priebehov
(vyznacené bodkociarkovanou ¢iarou). Uhol, ktory tieto vektory zvieraju s kladnou realnou
osou odpoveda poéiatoénym fazam ¢ a ¢, a uhol medzi samotnymi vektormi zasa odpovedd
fizovému posunu @. Vektory sa v Gaussovej rovine pohybuji uhlovou rychlostou @ a celd
kruznicu opiSu prave za dobu jednej periédy harmonického priebehu.

u,i

Obr. 4.7 Stotoznenie harmonickych velicin s rotujiicimi vektormi v Gaussovej rovine

. Priklad 4.1

Striedavé napdtie ma efektivnu hodnotu U = 50V, pociatocmii fazu ¢, = /8 rad a frekvenciu f
= 50 Hz. Striedavy prud ma efektivnu hodnotu I = 1,24, pociatocni fazu ¢ = 378 rad
a firekvenciu f = 50 Hz. Zndzornite priebehy tychto harmonickych funkcii a nakreslite fazorovy
diagram.

Harmonické funkcie napitia a pradu maju podla vztahu 4.2 podobu:
u(t)=U, sin(at +¢,) i(t)=1, sin(ot +¢)

Najprv si uréime amplitidy (maximélne hodnoty) napitia a pradu. Vieme, ze efektivna
hodnota je priblizne o 30% men§ia ako maximalna, a teda plati (vztah 4.8):




U, =2U =2.50= 70,71V 1, =21=+2.12=174
Vypocitame si uhlovu frekvenciu w:

w=2af =2750=314rad.s™
Pociato¢né fazy oboch veli¢in si vyjadrime v stupfioch:

¢”:£:&:22:50 ¢T=3£=3.]80

8 8 8

=87.5°

Vysledné vyjadrenie harmonickych funkcii ma tvar:
u(?) =70,7sin(314¢ + 22,5%) i(t) =1,7sin(314¢ +67,5%)

Znazornenie priebehov spolu sich stotoznenim s vektormi v Gaussovej rovine vyzerd
nasledovne:

Viimnime si, Ze pre prady a napitia pouzivame int mierku ¢o sivisi s obycajne radovo
odlisnymi hodnotami. Fazovy posun je v tomto pripade zaporny, pretoze prid predbieha
napitie — ma vi¢siu pociato¢ni fazu ako napitie.

4.5 Popis elektrickych obvodov pomocou komplexnych cisel

V jednosmernych obvodoch sa vyskytoval jediny typ pasivneho prvku — rezistor, ktorého
charakteristickym parametrom bol elektricky odpor R. V striedavych obvodoch sa vyskytuju
aj d'alsie dva pasivne prvky — cievka a kondenzator, ktorych charakteristickymi parametrami
st indukénost’ L akapacita C. Funkciu tychto prvkov v striedavych obvodoch moZzno
vyjadrit’ takto:

Rezistor je obvodovy prvok v ktorom dochddza k premene elektrickej energie na teplo.




Kondezator je obvodovych prvok v ktorom sa vyuzivaju elektrické silové ucinky
elektromagnetického pola.

Cievka je obvodovy prvok v ktorom sa vyuZivajit magnetické silové ucinky
elektromagnetického pola.

Vel'mi dolezité je vyjadrenie vzt'ahu medzi napdtim a pradom u tychto prvkov v striedavych
obvodoch. Z jednosmernych obvodov vieme, ze vztah medzi napitim a prudom je vyjadreny
v Ohmovom zékone. Ak budeme uvazovat harmonické veli¢iny, pre vztah medzi pridom
a napitim bude platit’:

I Rezistor

m

Ohmov zakon:i = L M = v
R R

)sin wt =1 smal

Ak pouzijeme komplexné vyjadrenie pre harmonické funkcie dostaneme:

;:E — Umejm[ — & eja)! =7 e.f'cx
R R R m

Ak si vyjadrime vztah v efektivnych hodnotidch a pouZijeme len fazory (bez ¢lena /)
dostavame:

~|
Il

(4.19)

= |

Fazovy posun medzi napdtim a pridom pri rezistore je nulovy.

Il Kondenzdtor

Velkost prudu kondenzatorom je priamo imerna kapacite C kondenzatora a rychlosti zmeny
napitia v Case (teda ¢asovej derivécii napétia):

r=f (4.20)

Ak dosadime do vztahu 4.20 harmonické napitie u = Uy, sinat, dostadvame:

i= Cw =wCU, cosat = (uCUm(sin of +72r)
{4

Fazovy posun medzi napdtim a prudom pri kondenzdtore je rovny -90 stupfiov.

Z uvedeného vyplyva, ze prid pri kondenzatore predbicha napitie o 90 stupfiov — preto je
znamienko fazového posunu minus.
Ak pouzijeme komplexné vyjadrenie harmonickych veli¢in. dostavame:



dU m € i
dt

=1 = jowCU, e™ = joCu

i
JjaC

U=

Vsimnime si, Ze v poslednom vztahu ¢len //jwC formalne odpoveda odporu v Ohmovom
zékone. Clen I/oC sa nazyva kapacitni reaktancia (kapacitancia) a oznatuje sa Xc .
Jednotkou kapacitnej reaktancie je ohm [Q]. Prevratena hodnota kapacitnej reaktancie sa
nazyva kapacitna susceptancia aoznacuje sa Bc. Jednotkou kapacitnej susceptancie je
siemens [S]. Ak pouZijeme vyjadrenie fazorov v efektivnych hodnotach, pre kondenzator
plati:

U=—jX. (4.21)

I Cievka

Velkost napiitia na cievke je priamo timerna induk¢nosti cievky L a rychlosti zmeny pridu
v Case (teda Casovej derivacii pradu):

di
=L— 4.22
B Ly (4.22)

Ak dosadime do vztiahu 4.22 harmonicky prid 7 = I, sinat, dostivame:

_7 d({, sinwt)
dt

u =wll, coswt =wll, (sin ot + %)

Fazovy posun medzi napdtim a priudom pri kondenzdtore je rovny +90 stupnov.

7 uvedeného vyplyva, Ze napitie na cievke predbieha prud o 90 stupriov — preto je znamienko
fazového posunu plus.
Ak pouzijeme komplexné vyjadrenie harmonickych veli¢in, dostdvame:

Jjoot
dl e

=1L = jolLl e = joLi
dt

it = jowLi

Vsimnime si, ze v poslednom vztahu ¢len jol formalne odpoveda odporu v Ohmovom
zékone. Clen @l sa nazyva indukéna reaktancia (induktancia) a oznacuje sa X, . Jednotkou
indukénej reaktancie je ohm [Q]. Prevratend hodnota induk¢nej reaktancie sa nazyva
indukéna susceptancia a oznacuje sa By. Jednotkou indukénej susceptancie je siemens [S].
Ak pouzijeme vyjadrenie fazorov v efektivnych hodnotich, pre cievku plati:




od frekvencie, kapacitnd reaktancia kondenzdtora Xc a indukcna reaktancia cievky Xi su :
i ﬁekvencne zavislé. Zavislost induktancie cievky na frekvencii je linedrna a jej hodnota ;
.Smstucou frekvenciou rastie (vid obrdzok). Zavislost' kapacitancie kondenzatora na.
i frekvencii je naopak nelinedrna ajej hodnota s frekvenciou klesd. Z uvedeného zaroven i
'vyplyva Ze kondenzator predsra"vuje v jednosmernom obvode (frekvencia jednosmemych'
Yvelicin je nulovd) rozpojeny obvod (nekonecne velky odpor) a cievka predstavuje skrat |
(nulovy odpor). :
R
X X,

V Tab. 4.1 mame zhrnuté vlastnosti troch zakladnych pasivnych prvkov vratane vyznacenia
znacdiek, ktoré budeme pouzivat' v schémach striedavych elektrickych obvodov.

Tab. 4.1 RLC prvky v striedavych obvodoch a vztahy medzi napdtim a priidom pre tieto prv

i |
_I> R //-'-\
B L Lepectls
“Re
Im
Ul — U

Ui W

4.6 Zakladné zakony pre analyzu striedavych obvodov

Zakladné zdkony pre analyzu striedavych obvodov s harmonickymi veli¢inami predstavuju,
podobne ako v jednosmernych obvodoch, Ohmov zédkon a Kirchhoffove zikony, ktoré
mozeme napisat’ vo forme fazorov. Kirchhoffove zdkony pre okamzité hodnoty prudov
a napiti ako aj pre fazory pridov a napiti st zhrnuté v Tab. 4.2.



Tab. 4.2 Kirchhoffove zdkony v harmonickom a symbolicko-komplexnom tvare

1Kz 1KZ ILKZ I KZ
pre okamZité hodnoty pre fazory | pre okamzité hodnoty pre fdzory
> +i=0 Sadl=0 D> tu=0 Yl =
v uzle v uzle v slucke v slucke

7 Tab. 4.2 vyplyva, ze sucet fazorov prudu v uzle sa rovna nule (I. KZ) a sti¢et fazorov napiti
v slu¢ke sa rovna nule (I1. KZ). Pri analyze je potrebné tiez vyhodnotit orientaciu prisluSnych
veli¢in podla ¢oho ur¢ime znamienko prudu resp. napitia.
Ohmov zakon bol uvedeny pre vsetky tri pasivne prvky vo vztahoch 4.19, 4.21 a 4.23. Pre
prehl'adnost’ si ich uvedieme v tabulke (Tab. 4.3) s vyjadrenim prudu aj napitia.

Tab. 4.3 Ohmov zdkon pre pasivne prvky v symbolicko-komplexnom tvare

Prvok Ohmov zékon pre napiitie | Ohmov zdkon pre prid
Rezistor 7 = RE, I =G0,
, s 1 Y .
Kondenzator Ue.= (%J] i I = joCU,
: s L _ I
Cievka U, =joll, I *(H]Ul

Ak budeme uvazovat’ sériovy RLC obvod (teda obvod tvoreny sériovym zapojenim vsetkych
troch pasivnych prvkov — Obr. 4.8), pre fazory napiti podl'a II. KZ plati:

Uy +U.+U, =U

(4.24)

Ak si prepiseme fazory Ubytkov napiti na jednotlivych pasivnych prvkov podla Tab. 4.3
dostavame:

U =RI+(1/ joO)I + joLl =ZI (4.25)

I
\
|
A\ 4
|
N

A 4

Vztah

(4.26)



je zovieobecneny Ohmov zdkon v symbolicko-komplexnom tvare. Vo vztahu 4.26 Z sa
nazyva impendancia (komplexny odpor). Jednotkou impedancie je ohm [Q]. Je dbleZité si
uvedomit’, Zze impedancia je komplexnym &islom avSak nie je fazorom — nepredstavuje
harmonicku funkciu tak ako fazor prudu alebo napitia. Vo vztahu 4.25 je impedancia
tvorena:

_ : 1
Z=R+ j(a)L *wc) (4.27)

Redlna zlozka impedancie je vo vSeobecnosti tvorena elektrickym odporom rezistorov
anazyva sa rezistancia. Imaginarna zlozka impedancie je vo vSeobecnosti tvorena
reaktanciami kondenzatorov a cievok (cely vyraz v zatvorke vztahu 4.27, ktory mozeme ako
celok oznacit' X). Impedancia — tak ako kazdé komplexné cislo — ma modul a argument
(pripometime si, ze modul je vzdialenost komplexného ¢isla od pociatku Gaussovej roviny
a argument je uhol, ktory zviera spojnica poéiatku a tohto bodu s kladnou ¢ast'ou osi x), ktoré
moézeme vyjadrit’ takto:

Z =R 4 X7 _|Z (428)

Modul v tomto pripade odpoveda velkosti impedancie Z a argument odpoveda fazovému
posunu medzi napdtim a pradom ¢= ¢, - ¢. Podla znamienka fazového posunu rozliSujeme
charakter zataze — ak ma fazovy posun kladné znamienko, zataz ma odporovo-indukény
charakter, ak ma fazovy posun zdporné znamienko, zdtaz ma odporovo-kapacitny
charakter.

Uvazujme paralelny RLC obvod (teda obvod tvoreny paralelnym zapojenim vSetkych troch
pasivnych prvkov — Obr. 4.9), pre fazory prudov potom podla I. KZ plati:

Ie+1.+1, =1 (4.29)

Ak opit’ pouzijeme Tab. 4.3 aprepiSeme si fazory pradov pomocou Ohmovho zikona.
dostavame:

I=GU + jaCU +(1/ joL)U (4.30)

v

o g
Obr. 4.9 Paralelny RLC obvod

Vzt'ah



I=YU (4.31)

je podobne ako vzt'ah 4.26 zov§eobecnenym Ohmovym zakonom v symbolicko-komplexnom
vyjadreni. Vo vztahu 431 predstavuje Y admitanciu (komplexni vodivost), ktorej
jednotkou je siemens [S]. Admitancia (rovnako ako impedancia) je komplexnym cislom
av8ak nie fazorom, ked’Zze nie je vyjadrenim harmonickej funkcie. Vo vztahu 4.30 ma
admitancia nasledujticu podobu:

Y =G+ _j(a)C —LJ (4.32)
L

Redlna zlozka admitancie je vo vSeobecnosti tvorend vodivostou rezistorov anazyva sa
konduktancia. Imaginarna zlozka impedancie je vo vSeobecnosti tvorend susceptanciami
kondenzatorov a cievok (cely vyraz v zatvorke vzt'ahu 4.27, ktory mdézeme ako celok oznaCit
B) — pripomefime, Ze susceptancie su prevratené hodnoty reaktancii kondenzatorov a cievok.
Admitancia je teda prevratenou hodnotou impedancie:

7= (4.33)

N —

\. Priklad 4.2

Vypocitajte fazory vietkych vvznacenych priidov 1,,1,,1 a nakveslite fazorovy diagram ak je
dané: R=408, C=15yF, L=02H, f=50Hz, U=230 V.

Ly

o S
| ] Fazory pridov I,,1, mézeme vypocitat pomocou Ohmovho zidkona:
1 2l
R i g __ v 230V _ . 230¥ 30007 4
0 o — Z, R+jol (40+j628)Q 7446/ ————
=3,09(cos(—57,5") + jsin(—=57,5")) = (1,66 — j2.61)4
L
Impedanciu Z,sme previedli do exponencialneho tvaru pretoze delenie
b (resp. nasobenie) komplexnych ¢&isel v exponencidlnom tvare je
s

jednoduchsie — vysledny modul je dany podielom modulov oboch
komplexnych ¢isel a vysledny argument je dany rozdielom argumentov. Pokial' je uvedend
len efektivna hodnota bez argumentu (ako u napéajacieho napitia), znamend to, Ze pociatona
faza je rovna nule. Vysledny fazor pradu sme zaroven previedli do zlozkového tvaru pretoze
pre séitanie a od¢itanie komplexnych ¢isel je vhodny zlozkovy tvar v ktorom osobitne
sCitavame (alebo od¢itavame) redlne a osobitne imaginarne zlozky.




7, = = /1,08 4

uvg__ U 230
Z, —jl/wC) - j21231Q

Podl'a LKZ plati:

I=1+1, = (1,66 — j2,61+ j1,08) 4 = (1,66 — j1,53) A = 2,26e***" 4

Vo fazorovom diagrame si zvolime referenény fazor, ktorym bude napdjacie napiitie, ktor¢ho
vektor bude lezat v osi x. Pre fazory pridov a fazory napiti volime osobitni mierku.
Viimnime si, Ze fazory je mozné s¢itavat’ (resp. od¢itavat’) rovnako ako vektory — preto

modzeme ziskat vysledny fazor pradu I graficky z fazorov I,,1, doplnenim na rovnobeznik.
Dizky vektorov odpovedaji efektivnym hodnotam elektrickych veligin.

4.7 Vykony v striedavych obvodoch

7 jednosmernyvch obvodov uz vieme, Ze elektricky vykon je definovany ako suin napitia
a pradu. V striedavych obvodoch v8ak vzhladom k tomu, ze okamzitd hodnota pradu aj
napitia sa v ¢ase menia (predpokladdme harmonické funkcie), meni sa v case aj okamZita
hodnota vykonu, ¢o mézeme napisat’:

p(t) =u(t)4(r) (4.34)

Priklad priebehu okamzitého vykonu je na Obr. 4.10. Okamzity vykon je kmitavy ama
jednosmernu zlozku UI cos¢ a striedava zlozku s frekvenciou 2@. V kazdom okamihu sa jeho
hodnota rovna stéinu hodnoty prudu a napitia a moze mat’ aj kladné aj zaporné znamienko.
Je zrejmé, Ze zaporné znamienko bude mat’ okamzity vykon vtedy pokial s navzdjom opacné
znamienka pridu a napitia (bud’ je napitie kladné a prud zédporny alebo naopak). K tomu
dochadza vtedy ak prud a napitie nie st vo faze (ich fazovy posun nie je nulovy). V ¢ase kedy
je p(t) > 0, je energia dodavana do zataze (v rezistoroch sa meni na teplo a v kondenzatoroch
a cievkach sa akumuluje v podobe energie elektrického resp. magnetického pol'a), aviak ked’
je p(t) < 0, energia sa vracia zo zat'aze spit. Ak je si napitie a prad vo faze (). ich fazovy
posun je rovny nule) je okamzity vykon vzdy kladny a spét’ sa nevracia Ziadna energia. Ak je
fazovy posun vicsi ako nula ale mensi ako £90°, spat’ sa vracia len Cast’ energie.
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Obr. 4.10 Znazornenie okamzitého elektrického vykonu v striedavom obvode [26]

l[!!m

Energia, ktora sa v obvode premiefia na teplo je €inna energia charakterizovana ¢innym
vykonom. Energia, ktord sa periodicky vymiefla medzi zdrojom a cievkami resp.
kondenzatormi je jalova energia charakterizovana jalovym vykonom. Tieto zlozky
okamzitého vykonu je mozné zapisat’ aj matematicky upravou vztahu 4.34 (uvedieme bez
odvodenia):

|p(r) = (U]cosgﬁ—U]cos¢§c032a)t)+(U]sin¢sh12ax) =i +pX| (4.35)

kde ¢len pr — okamzity ¢inny vykon a px — okamzity jalovy vykon. V§imnime si. ze prvy ¢len
v zatvorke vztahu 4.35 ma dve zlozky, z ktorych jedna (Ul cos¢) nezavisi od uhlovej
frekvencie . Ak pouzijeme vzt'ah 4.9 pre vypocet strednej hodnoty okamzitého vykonu za
jednu periddu, dostaneme:

P =Ulcos¢ (4.36)

Tento vykon predstavuje jednosmernu zlozku okamzitého ¢inného vykonu. Jednotkou
¢inného vykonu je watt [W].

Ak by sme pouzili vztah 4.9 pre vypoéet strednej hodnoty okamzitého jalového vykonu,
vysledok by bol rovny nule pretoze tato zlozka okamzitého vykonu je striedava (symetricka
okolo osi x). Jalovy vykon preto definujeme ako amplitidu okamzitého jalového vykonu:

P, =Ulsing 4.37)

Jednotkou jalového vykonu je voltampér reaktanény [VAr].
Pri vypoctoch sa pouziva aj zdanlivy vykon, ktory je definovany:

P, =UI (4.38)

Jednotkou zdanlivého vykonu je voltampér [VA].

Ked'ze okamzity vykon je tiez harmonicka funkcia (podobne ako prud alebo napitie), je
mozné pouzit pri analyze symbolicko-komplexni metédu a prisudit mu charakter
komplexnej funkcie casu. Plati:



}_75 =P+ jP, =Ulcos ¢+ jUI sing (4.39)

Vzt'ah 4.39 je vyjadreny v zlozkovom tvare a vyplyva z neho, Ze redlna zlozka komplexného
vykonu odpovedd ¢innému vykonu a imaginarna jalovému vykonu. Komplexny vykon
samozrejme mozeme zapisat’ aj v exponencidlnom tvare:

P, =P’ (4.40)

kde ¢ - fazovy posun medzi napétim a prudom. Ak vnimame vykon ako komplexnu veli¢inu,
mozeme si ho znazornit v Gaussovej rovine pomocou fazorov (Obr. 4.11). Toto zobrazenie
nazyvame vykonovy trojuholnik.

7 vykonového trojuholnika vyplyva:

P, =.JP°4+P, P=P;cos¢  F,=Psing
tgp="F,/P F,=Ptg¢ P =F, cotgg

(4.41)

Veli¢ina cos¢ sa nazyva ucinnik a udava akd cast’ zdanlivého vykonu predstavuje cinny
vykon. Je definovany ako pomer ¢inného vykonu a zdanlivého vykonu:

P
cos¢p = ) (4.42)

S

KedZe je funkcia kosinus parna, znamena to, Ze ¢innik nadobuda vzdy kladné hodnoty a to
bez ohl'adu na charakter zataze (odporovo-indukéna alebo odporovo-kapacitna).

Im
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Obr. 4.11 Vykonovy trojuholnik v Gaussovej rovine

. Priklad 4.3

Uvazujme vedenie s koncovym napdtim U = 420 Vaknemu paralelne pripojené tri
spotrebice, kazdy s inym cinnym vykonom a ucinnikom: P) = 90 kW, cos¢; = 0,6 (kap.), P> =
110 kW, cos¢> = 0,85 (ind.), P3 = 85 kW, cosgz = 0,95 (ind.). Vypocitajte fazor pridu zo
zdroja.




Pre uréenie fazoru celkového prudu budeme potrebovat zistit' jeho efektivnu hodnotu a jeho
pociato¢n fazu. Celkovy ¢inny vykon je dany:

P=P +P,+P =285kW

Jalovy vykon jednotlivych spotrebi¢ov dostaneme z ¢inného vykonu pomocou vztahu Py =
Ptgg (vztah 4.41):

P,, =-901g(arccos 0,6) = —120 kVAr
P,, =110tg(arccos 0,85) = 68 kVr
P,; =85 tg(arccos 0,95) = 28k VAr

Prvy jalovy vykon je zaporny kvoli kapacitnému charakteru zataze (fazovy posun medzi
napitim a pradom je pri tejto zat'azi zaporny). Celkovy jalovy vykon sa rovna:
Py =Py + Py, + Py, =—26kVAr

02

Celkovy zdanlivy vykon je (vztiah 4.41):

P, =P’ +P; =286kVA

Efektivna hodnota priudu zo zdroja je:

,_ P _28610°04 _ o0
U 420V

Fazovy posun vzhl'adom na napétie uréime zo vztahu 4.41:

s —26kVAr
=arctg]| — |=arctg] ——— | =-5"12"
¢ g{P} g[ 285kW J

Pociatoénu fazu pradu dostaneme zo vzt'ahu 4.4:
b =4, =0 —(-512) =512
Fazor celkového pradu zo zdroja je:

I =681e""7 4

\Y/’\p Zhrnutie

1. Striedavé elektrické veliciny siu veliciny, ktorych okamZita hodnola sa v ¢ase meni a po
urcitej dobe (perioda) sa opakuje. Cyklus je usek priebehu, ktory trva jednu periodu
a pocet cyklov za jednotku casu je frekvencia.




W

Harmonické elektrické veliciny su veliciny, ktoré mézeme popisat funkciou sinus resp.
kosinus. Charakterizujeme ich amplitidou (max. hodnotou), frekvenciou a fazou
(okamzitou resp. pociatocnou). Fdza je uhol, ktory priradujeme casovému priebehu
harmonickych velicin (1 perioda ma uhol 360°).

Rozdiel pociatocnych fiz dvoch harmonickych priebehov nazyvame fazovy posun. Pre
napditie a prud je definovany ako rozdiel medzi pociatocnou fazou napdlia a pociatocnou
fazou pridu. Ak je kladny, napdtie predbieha prid, ak je zdporny, prid predbieha
napditie.

Efektivna hodnota je taka hodnota jednosmerného pridu pri ktorom sa vytvori rovnaké
mnozstvo tepla ako pri priechode daného striedavého pridu. Efektivna hodnota je
priblizne 70% z maximdlnej hodnoty. Stredna hodnota je priemernd hodnota za jednu
periddu (pripadne za polovicu periody, ak ide o striedavy priebeh). Strednd hodnota je
priblizne 64% z maximdalnej hodnoty.

Harmonické funkcie mézeme vyjadrit ako komplexné funkcie casu. Takto vyjadreny
harmonicky priebeh sa nazyva komplexor. Ak si vyjadrime len ti cast' priebehu, kiord
nesie informdciu o efektivnej (alebo maximdlnej) hodnote a pociatocnej faze, nazyvame
Ju fazor. Fazory zndzorfujeme ako vektory v Gaussovej rovine, pricom ich dizka
odpovedd ich efektivnej (alebo maximdlnej) hodnote aich uhol s kladnou osou x
odpoveda ich pociatocnej faze.

V striedavych obvodoch sa ako pasivne prvky vyskytujii rezistor, kondenzdtor a cievka.
Odpor kondezdtora a cievky je frekvencne zavisly a nazyva sa kapacitnd a indukcna
reaktancia. Kondenzdtor spésobuje fazovy posun medzi napdtim a pridom 90° pricom
priid predbieha napditie (znamienko fazového posunu je minus). Cievka spésobuje fazovy
posun medzi napdtim a pridom tiez 90° ale napdtie v tomto pripade predbieha prid
(znamienko fazového posunu je plus).

Pre analyzu striedavych obvodov sa pouzivaju Kirchhoffove zdkony a Ohmov zdkon,
ktoré platia pre fazory. Odpor v striedavych obvodoch sa vyjadruje pomocou
komplexného odporu nazyvaného impedancia. Jeho redlnu zloZku tvori odpor rezistorov
a imagindrnu tvoria reaktancie cievok a kondenzdtorov. Prevratend hodnota impedancie
sa nazyva admitancia a prevrdtend hodnota reaktancie sa nazyva susceptancia
(kapacitna a indukcna).

Okamzity vvkon v striedavych obvodoch je dany ako sicin okamzitej hodnoty pridu
a napitia, a preto sa meni. Ak md zaporni hodnotu, ¢ast energie sa vracia spét k zdroju
(jalovad zlozka vykonu), ak md kladnii hodnotu, elektricka energia sa v zataZi meni na
uzitoémi energiu. Pokial ma zataZ Cisto ohmicky charakter (rezistory), cely striedavy
vykon je tvoreny jeho ¢innou zloZkou. Pokial by mala zataz Cisto reaktancny charakier,
cely vykon by bol tvoreny jalovou zlozkou. Kostnus fazového posunu medzi napdtim
a pridom nazyvame ucinnik.



